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1 Uvod

Spolecnym cilem nedestruktivni diagnostiky je zjistit pozadované informace
o vnitinim slozeni néjakého télesa takovym zptisobem, aby nebylo poskozeno.
K dosazeni tohoto cile se ¢asto pouziva néjakych vin, bud mechanickych
(zvuk) nebo elektromagnetickych (rentgenové zareni). Viny vyslané ze zdroje
(nebo nékolika zdroji) prochazeji zkoumanym télesem a signal prijaty na
snimadi (snimacich) je ovlivnén jeho materidlovym slozenim. Je-li zkoumany
objekt slozen z vice vrstev rtiznych materiald, nebo je-li uvniti télesa néjakéa
materidlovd vada ¢i kaz, ovlivni to adekvatné signél snimany na vystupu.
V pripadé siteni ultrazvukovych vin v télese lze tento problém fyzikalné po-
psat a numericky Fesit, samoziejmé za predpokladu, Zze zname vnitini slozeni
télesa. Otéazku, jak vypada detekovany signal v rtznych pfipadech poruch
nebo kombinaci materiali, se snazim reSit na néasledujicich strankach.

V této préaci plynule navazuji na vyzkumné prace, které jiz diive probéhly na
katedFe fyzikalni elektroniky FJFI CVUT a v jehoZ ramei byl vytvoren simu-
la¢ni program LISA. Ve své praci popisuji odvozeni elastodynamické vinové
rovnice. Vzhledem k tomu, Ze tuto rovnici lze jen v nékterych specidlnich
piipadech Tesit analyticky, je tfeba pristoupit k numerickému feseni. Nume-
rické TeSeni sestava z teoretického odvozeni diferen¢nich schémat a z jejich
néasledné implementace.

Diferen¢ni schémata byla odvozena postupné pro 1D, 2D a 3D piipady. V 1D
piipadé se zaméiim nejprve na odvozeni diferen¢niho schématu pro homo-
genni prostiedi. U heterogenniho prostiedi popisi odvozeni diferen¢niho sché-
matu pro idedlni a neidealni kontaktni rozhrani. Podobné i ve 2D popisi od-
vozeni schématu pro idealni a neidealni kontaktni rozhrani v heterogennim
materialu. V 3D piipadé se zamérim kromé popisu diferenéniho schématu
také na jeho rozsifeni z ortotropniho na obecny materidl. Po teoretickém
odvozeni diferencnich schémat nasleduje jejich prakticka pocitacova imple-
mentace, kterou také popisi, a ovéfeni na nékterych modelovych ptipadech.



2 Fyzikalni podstata problému

V této ¢asti prace bych chtéla popsat zaklady elastodynamické teorie a od-
vodit rovnice, které jsem se nasledné snazila resit numerickymi metodami.

v

Podrobnéjsi informace je mozné nalézt v [1, 2.

2.1 Tenzor deformace

Poloha pohybujiciho se tuhého télesa je uréena zadanim polohy tii jeho bodi
(nelezicich v jedné piimce) v prostoru. Jeho pohyb je pak mozno rozlozit na
pohyb translacni a rota¢ni. U pruzného télesa pfibyva navic moznost defor-
mace, tedy zmény vzajemné polohy jednotlivych hmotnych bodi tvoricich
toto téleso a s tim souvisejici zmény tvaru, pripadné i objemu télesa.

K posouzeni obecného t¥irozmérného modelu kontinua zavedeme funkei®

7 (7, 1), ktera bude udavat posunuti jednotlivych bodi z jejich rovnovaz-
nych poloh. Méjme tedy pevné, elastické téleso v klidovém stavu a jeho libo-
volny bod A. Jeho posunuti lze pomoci vektoru 7 zapsat jako

=TT, 1)

a ve slozkach
Ty = Ti + s, (2)

pricemz ¢ = 1,2, 3 odpovida kartézskym soutadnicim z, y, 2.
Abychom mohli posuzovat lokalni deformaci télesa v daném bodé A o poloho-
vém vektoru 7, musime uvaZovat také posunuti nekonec¢né blizkého bodu B
s polohovym vektorem 7" +d7 . Souradnice bodi v daném okamZiku miiZzeme
zapsat jako:

bod A xh=x; +n; (A) (3)

bod B : x}+dx,=z;+dx;+n; (B),
pricemz 1; (A) = n; (x;) , mi (B) = n; (x; + da;) .
Pozitim Einsteinova sumacniho pravidla v linearnim ptiblizeni Taylorova roz-
voje dostaneme

on

i (g + day) = i () + 7 =day = () + dy (4)
J
Odectenim prvni z rovnic (3) od druhé a pouzitim vztahu (4) vyjde
M
8.’L'j

1O vsech funkcich zde predpokladame, Ze jsou spojité a maji spojité parcialni derivace
zéddaného tadu.



kde 0;; je Kroneckertuv symbol.

Nyni porovname vzdalenosti dl a dl’ pro body A a B pfed a po posunuti:

dl2 = d.fL’ld.CCl = 5jkd.§6jd.’lfk

/ 877 ani
di* = dridy; = <52J + &UJ) dz; <5< 8xk> dry, =

on; | Ome . On; O
S iy DIk da;day. 6
( F T Bny 0w, | 0w, 0my ) “E (6)

Pro posouzeni zmény ve vzdalenostech obou bodii vezméme vyraz di’? — di?,
ktery muzeme napsat ve tvaru

dI” — di* = 2E;,du;day, (7)

E.

J

_1(on , O, On; Oni
R <8xk + 0z; + OxjOxy ) (8)

Veli¢ina Fj), predstavuje symetricky tenzor druhého radu a nazyva se tenzo-
rem velké (koneéné) deformace. Jsou-li viechny slozky tenzoru Ejj, nulové, je
dl"”? = dI*. Vzdalenost bodii se tedy nezménila a mohlo dojit pouze k translaci
obou bodi nebo rotaci jednoho bodu okolo druhého. Také je samoziejmé
mozné, ze se poloha bodi viibec nezménila. V obou téchto piipadech proto
nedochazi k deformaci télesa. Pokud jsou veli¢iny Ej;, rizné od nuly, je z rov-
nice (7) zfejmé, Ze dochézi ke zméné vzdalenosti mezi obéma body; veliciny
Ejj, tedy popisuji deformaci télesa.

Budeme-li se zabyvat pouze malymi deformacemi, mizeme povazovat deri-
vace On;/ Ox; za malé a tedy jejich souc¢in v (8) zanedbat. Z tohoto divodu
se zavadi tenzor malych deformaci jako

1(0n; On
Ejk:§<—J+a—;>- (9)
J

83%

I tento tenzor je ziejmé symetricky tenzor druhého radu.

2.2 Tenzor napéti

V této casti urcime sily, které plisobi na vybrany objem pruzného télesa
(muze jit samoziejmé i o cely objem). Je vhodné vztahovat silu, ktera piisobi
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v daném bodé kontinua, na jednotku objemu; budeme ji znacit 7 a jeji kar-
tézské slozky f;. Pak lze napsat, Ze na objem kontinua bude ptsobit celkova
sila o slozkach

Fi= [ fav. (10)

U kontinua je vSak dulezité rozliSovat dva druhy sil - sily objemové a sily
plosné. Sily objemové plisobi na kazdy objemovy element pfimo, nezavisle na
silach pusobicich na ostatni elementy. Jsou to sily zprostfedkované silovym
polem pronikajicim objemem kontinua - gravitac¢ni, elektromagnetické apod.
Napiiklad je-li hustota télesa dana jako p = p(z,y, z), bude objemova sila
pusobici na objem V télesa v gravitacnim tihovém poli charakterizovaném
tihovym zrychlenim ¢ rovna

7 - / o7 dV.
1%

Oproti tomu sily plosné, vznikajici naptiklad pii tlaku (tahu) na vnéjsi povrch
télesa, se prenaseji dovniti , kontaktnim" zptsobem a pro kazdy vnitini objem
télesa jsou dény pouze pusobenim sily na povrch tohoto objemu.

v

Pokud nepisobi vnéjsi sily, je kontinuum (téleso) v rovnovazném, nedeformo-
vaném stavu. Vlivem vnéjsiho tlaku (tahu) jsou ¢astice kontinua vyvedeny
ze svych rovnovaznych poloh a téleso se deformuje. Nakonec se znovu ustavi
rovnovaha mezi vnéjsimi silami a silami vnitfnimi, které vznikaji v defor-
movaném télese a predavaji se na povrch. Tyto vnitini plogné sily (vnitini
napéti) se snazi vratit téleso do rovnovazného stavu pred deformaci.

Uvazujme elementarni plosku dS na povrchu vybraného objemu V' konti-
nua. Tato ploska se muze nachéazet kdekoli v objemu télesa, objem V' totiz
vzdy muzeme vybrat tak, aby ploska dS byla elementem jeho povrchu. Orien-
tace plosky je dana jednotkovym vektorem normaly 7 a je rovnéz libovolna
(s vyjimkou pfipadu, kdy V je cely objem télesa a jeho tvar a povrch je dan).
Plati

dS = wds. (11)

Vztahnéme plosnou silu pusobici v daném bodé kontinua na plosku ds k jed-
notce plochy a oznac¢me ji T, ve slozkdch T;. Budeme ji nazyvat napétim.
Vektor napéti T lze rozlozit na tecnou a normalovou slozku, podle orien-
tace normélové plosky d’S. Tetné (smykové, stfizné) napéti oznacéime jako
T® (index t je pouzit pouze kvili odliSeni tecné slozky od oznadeni celého
vektoru napéti), normélové napéti jako N:



Zatimco objemova sila je pouze funkci polohy, silové piisobeni na danou ele-
mentarni plosku zavisi jak na poloze, tak na sméru normaly. Smér normaly
k zadané plosce lze volit dle dohody. Je-li vSak ploska dS soucasti uzaviené
plochy, povazuje se za kladny smér normaly ten, ktery sméiruje ven z uzavie-
ného objemu. Sila ptsobici z vnégjsi strany v kladném smyslu normaély (tah) je
povazovana za kladnou, opacné mifici sila (tlak) se povazuje za zapornou. Na-
opak vysledné napéti, jimz deformované pruzné téleso ptsobi navenek proti
tahu, je zaporné a proti tlaku je kladné.

Plosna sila pusobici na povrch S objemu V' kontinua je
FY = { Tas,
5

po slozkach
F® = 74 T.dS. (12)
s

Kdyz se vratime zpét k rovnici (10), zjistime, Ze tento vyraz zahrnuje jak
objemové, tak plosné sily. Plosné sily pritom miizeme vyjadrit pouze na zé-
kladé tdaju o situaci na povrchu objemu V, tedy plosnym integralem pfes
uzavienou plochu S. V tenzorové analyze plati véta analogickd Gaussové vété
z analyzy vektorové, kterou pouzijeme

8Uik

— 4 S 1
[ Soav 7{5 indS) (13)

Sumu (pfes scitaci index k) doy/ Ox, mizeme povazovat za divergenci ten-
ZOTu 0y, integral na pravé strané (13) predstavuje i-tou slozku toku tenzoru
o,;x Uzavienou plochou S.

Plosné sily v integrandu (10) jsou tedy zfejmé ty, které lze vyjadrit jako
divergenci urc¢itého tenzoru oy

. 0oy,
Pro tyto plosné sily 1ze objemovy integral (10) pfevést pomoci Gaussovy véty
(13) na plosny integral pies povrch objemu V. Sily, které takto vyjadrit nelze,
jsou silami objemovymi. Ozna¢me slozky sily objemové vztazené k jednotce

objemu jako fi(O). Potom muzeme za pomoci (13) a (14) rozlozit celkovou silu
(10) na dva ¢leny

fi (14)

Fi :/ fz(o)dV—l—jgaldek (15)
\%4 S

Nyni porovname druhy integral ve vyrazu (15) s vyrazem pro plosné sily
(12). Dostaneme (viz (11))

TZdS = O'desk = aiknde,



odkud
T; = oy, (16)

Soubor veli¢in o, nazyvame tenzorem napéti. Vztah (16) udava vztah mezi
vektorem napéti T atenzorem napéti o;,. Abychom uréili vektor napéti (silu
pusobici na jednotkovou plosku dané orientace), musime znat tenzor napéti
a smér normaly k ploSce.

2.3 Hookuv zakon

Mezi napétim a deformaci télesa existuje vztah, ktery poprvé v roce 1676 ur-
¢il Robert Hooke. Na zakladé svych zjisténi vyslovil zakon o tmérnosti mezi
napétim a deformaci, ktery je dodnes po ném nazvany. Tento zédkon ovSem
plati pouze pro malé deformace, a pouze témi se nyni budeme zabyvat. Jejich
studiem se zabyva tzv. klasicka teorie pruznosti. V praxi se ale ¢asto vysky-
tuji pripady, kdy pod vlivem velkych napéti dochazi k naruSeni tmeérnosti
mezi napétim a deformaci a mtze dojit k nevratnym deformacim, porucham
kontinuity a soudrznosti télesa a nakonec i k lomu. Témito problémy se za-
byva teorie plasti¢nosti, teorie dislokaci a lomova mechanika. VSechny tyto
teorie patii do kategorie makroskopickych teorii.

Pro kazdy material lze vytvorit tzv. tahovy diagram, ktery znazoriuje experi-
mentéalné zjisténou zéavislost mezi napétim (zpravidla vytvorené tahem latky
do uréitého sméru) a jeho relativnim prodlouzenim. Pro kazdy material ma
takovy diagram ruzny charakter. Experimentalné se urcuji riizné charakteris-
tické hodnoty napéti, pti nichz dochazi ke kvalitativni zméné pribéhu kiivky
napéti - deformace. Jsou to predevsim:

e mez umernosti - kdy prestava platit Hookiv zakon

e mez kluzu - deformace pokracuje pti prakticky konstatnim napéti ma-
terial jakoby ,tekl”. Pfi dalsim zvySovani napéti se material znovu zpev-
nuje a deformace pokracuje az k

e mezi pevnosti - dojde k poruseni materialu az k jeho pretrzeni. VIiv na
to, kde presné se material pretrhne maji i mikroskopické nehomogenity
v materialu.
Vedle téchto charakteristickych hodnot je diilezitou charakteristikou také

e mez pruznosti - kterd charakterizuje vratnost deformace.
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Pokud bychom §li do detailu, neni ani u malych deformaci presné linearni
vztah mezi napétim a deformaci, ale tato zavislost méa charakter hysterézni
smycky. Pii navratu napéti k nulové hodnoté zlistava urcité trvalé prodlou-
zeni Al. Mez pruznosti mtuzeme proto definovat jako takové napéti, které po
navratu zpét k nulové hodnoté zanecha trvalé prodlouzeni mensi nez je urcita
zvolena hodnota, naptiklad podle ¢s. normy je tato hodnota 0,005% [1]. De-
formace vratné, pod mezi pruznosti, nazyvame pruzné, elastické. Deformace
presahujici mez pruznosti jsou plastické. Ve skutecnosti jsou ovsem vSechny
deformace plastické.

V oblasti napéti lezici pod mezi tumérnosti (a mezi pruznosti) plati tedy
linearni zavislost
o= FEe (17)

znamé jako Hookuv zédkon. V tomto piipadé o nazyvame prosté napéti a € je
relativni prodlouZeni. Konstanta timérnosti F se nazyva Youngovym modulem
pruznosti a udava se v pascalech.

V tfirozmérném piipadé musime Hooktuv zédkon zobecnit na linearni vztah
mezi dvéma tenzory

0ij = Cijri€ul, (18)

respektive
€ij — S@'jklakl- (19>

Pro porédek jesté pripomenme, Ze oba tenzory o;; a € je tfeba brat jako
funkce tychz soufadnic; volime tedy soufadnice pocateéniho nedeformova-
ného stavu. Protoze jsme ale slozky tenzoru napéti v minulé kapitole uvazo-
vali jako funkce soutradnic rovnovazného stavu, ktery se ustavi po deformaci,
musime se opét omezit na malé deformace, chceme-li vztahovat oba tenzory
ke stejnym souradnicim x;. To plati i o derivacich slozek tenzoru

8O-ij . 80’2‘j aSC; . aaij 8(:61 + nl)
Oxy  Ox) Oxy, Oz Oy,

_ Ooy; o\ _ Doy
= ou <5lk * axk> ~ o (20)

Je-li derivace On;/ Ox) malé, budou si derivace podle ¢arkovanych a necar-
kovanych soutadnic pfiblizné rovny.

Koeficienty Cjjp ve vztahu (18) se nazyvaji elastickymi koeficienty, koefici-
enty S;jn ve vztahu (19) elastickymi moduly.

Vratme se nyni k obecnému tvaru Hookova zakona (18). Jde o linearni tenzo-
rovou rovnici, kde Cj;; predstavuje tenzor ¢tvrtého fadu o 3* = 81 slozkach,
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coz muze na prvini pohled vzbudit obavy. Diky symetrii je jich vSak nezévis-
lych mnohem méné.

Déle se omezime na homogenni kontinuum, jehoz elastické vlastnosti jsou
v kazdém bodé tytéz a Cyjp jsou proto konstantami spole¢nymi pro celé
téleso. Oproti tomu elastické vlastnosti mohou zaviset na sméru a téleso
predpokladame obecné anizotropni. Anizotropie je charakteristickou vlast-
nosti pevnych latek, predevsim krystali, kde pravidelné usporadani hmot-
nych bodi v krystalové miizi vede k rozdilnym fyzikalnim vlastnostem v riz-
nych smérech.

Vzhledem k symetrii tenzorii 0;; a €y je z rovnice (18) vidét, ze tenzor Cjj i je
symetricky vic¢i zdménam ¢ < j a k < [. Vzhledem k této symetrii se pocet
nezavislych elastickych koeficientii redukuje na 36. Dale plyne z energetic-
kych avah [1, 2|, Ze tenzor Cjjp je symetricky i vi¢i zaméné prvni dvojice
indexu s druhou; takze plati

Cijur = Chiij-

Tato symetrie umoznuje snizit pocet nezavislych elastickych koeficientii na
21. Na soubor indexti 7 j k[ mizeme totiz pohlizet jako na dvé skupiny m =
ij, n = kl. Kazda z téchto skupin nabyva Sesti riiznych hodnot (vzhledem
k symetrii i <> j a k < [), pfi¢emz pro prevod lze pouzit tzv. Voigtovu
konvenci

V(i,j) = 0 + (1 = 655) (9 — i — j) - (21)
7 téchto Sesti hodnot pak vytvaiime kombinace druhé tiidy s opakovanim, t;j.
celkem 6+2-1 = 21 kombinaci. Tento pocet je maximélni a miize byt

2
dale snizen, vykazuje-li kontinuum dalsi symetrické vlastnosti. Vztah (18) lze
potom v maticovém tvaru zapsat nasledovné

o11 C11 Ci2 €13 Cia Ci15 Ci €11
022 Co1 C22 Co3 Coq Co5 Cog €22
033 _ | 61 €32 (33 C4 (35 C36 €33
023 Cq1 C42 C43 Caq C45 Cyp 2623
031 Cs1 Cs2 Cs3 Cs4a Cs5 Csp 2€31
O12 Ce1 C62 C63 Coa Co5 Co6 2€19

Vzhledem k symetrii je zvykem vypisovat jen prvky na hlavni diagonéle a nad
ni, tudiz i zde jiz pristé budu psat pouze tyto prvky.

12



2.4 Rovnice statické rovnovahy

Nyni mtuzeme piejit k formulovani podminek rovnoviahy deformovaného elas-
tického télesa. Predpokladame, Ze na uvazované téleso v nedeformovaném
stavu neptsobily zadné sily a Ze ani uvniti ani na jeho povrchu nevznikla
zadné elastickd posunuti.

Aby bylo tuhé téleso v rovnovaze, musi byt vyslednice pusobicich vnéjsich sil
a jejich vysledny moment nulovy. Pritom vnitini sily nepfichazeji v tvahu.
To znamena, ze kdybychom pouzili téchto podminek na celé elastické téleso,
vypadla by nam vnitfni napéti, ackoliv je urceni vnitfnich napéti jednim
z hlavnich tkolu teorie pruznosti. Je tieba tedy podminky rovnovihy for-
mulovat tak, aby se vnitini plosné sily staly vnéjsimi. Pritom vime, ze za
rovnovazného stavu je v rovnovaze nejen celé téleso schopné deformace, ale
1 kterakoliv jeho c¢ast. Plosné sily, které ptisobi na povrch kterékoli myslené
casti télesa, jsou pak vzhledem k této ¢asti jiz silami vnéjSimi.

Necht je z uvazovaného deformovaného télesa vydélena néjaka jeho ¢ast o ob-
jemu V' a povrchu S. Slozky vyslednice objemovych sil piisobicich na hmotu
obsazenou v objemu V jsou dany rovnici

B = [ fav.
1%

Na povrch S piisobici plosné sily davaji vyslednici, jejiz slozky jsou dény
rovnici

E”:/nw.
S

Ma-li vymizet vyslednice ptisobicich sil, musi vymizet jeji slozky, tedy

Aﬁw+éﬂw:0 (22)

Tuto rovnici upravime tak, ze v druhém integralu nahradime nejdfive T;
vyrazem o;;n; a pak pomoci Gaussovy véty prevedeme na objemovy integral.
Predpokladédme pritom, Ze jsou splnény podminky pro pouziti této véty, tj. ze
funkce o;; a jejich prvni derivace jsou spojité a jednoznac¢né v celém oboru V.

Plati tedy

/nw:/%mw:/@ﬁm
S S v Ox;

takze rovnice (22) pfechézi v rovnici

/<ﬁ+gﬁﬂdvzo. (23)
174 8xj
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O funkcich f; rovnéz predpokladame, Ze jsou to spojité funkce soutadnic,
takze cely integrand v (23) je spojity. Vzhledem k tomu, Ze objem V byl
zvolen zcela libovolné, je ziejmé, Ze se integral na levé strané rovnice (23)
rovna nule tehdy, je-li jeho integrand roven nule identicky. Dostavame tak
rovnice statické rovnovdahy elastického télesa ve tvaru

acrij

5e THi=0 (24)

2.5 Dynamika kontinua

Pomoci d‘Alambertova principu odvodime nyni pohybovou rovnici kontinua.
Rovnici statické rovnovahy (24) doplnime setrva¢nou silou pisobici na jed-
notku objemu kontinua

n;
F=—p2 L
P or
Tak ziskame pohybovou rovnici
82771‘ 86%
= f; ) 25
P = fit o, (25)

Rovnici mtzeme jesté dale upravit pouzitim Hookova zakova, kterym vyja-
difme o;;. Po dosazeni pak tedy ziskdme vztah

827] (Cljk‘l al‘z) + fl - p 8t2 )

znamy jakozto elastodynamickd rovnice. Pokud budeme také uvazovat sily
vnitiniho tfeni, viskozity, nebo-li vazkosti kontinua v prvnim pfiblizeni timérné
rychlosti, miizeme vyslednou rovnici psat ve tvaru

0 Nk Py on;
01 (Ca—> Fh=rge (26)

kde ¢leny R; nazyvame koeficienty viskézniho tieni.

Analytické feSeni rovnice (26) (resp. systému rovnic) je mozné pouze v jistych
specidlnich piipadech. Obecné ji musime Fesit numericky s pouzitim pocitace.
K tomu je tfeba nejprve rovnici diskretizovat, ur¢it numerické vlastnosti (sta-
bilitu) a nakonec vytvorit samotny kod. Této problematice se budeme véno-
vat v nasledujici ¢asti préce.
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3 Diferenc¢ni schéma v 1D
3.1 Fyzikalni ¢ast

Zacnéme nejjednodussim, tedy jednorozmérnym piipadem, ktery rozdélime
do t¥i sekci. Nejprve odvodime diferencni schéma pro sifeni akustické viny
na jednom homogennim intervalu, potom pro heterogenni material slozeny
z nékolika homogennich ¢asti s idedlnim kontaktnim rozhranim a nakonec
dojdeme k diferenénimu schématu pro heterogenni material s neidealnimi
kontaktnimi prechody mezi jednotlivymi vrstvami.

3.1.1 Sifeni viny v homogennim prost¥edi

V pripadé jednorozmérného prostiedi bez vnéjsich sil, na kterém budeme
elastodynamickou rovnici fesit, prejde rovnice (26) na velmi jednoduchy tvar
0w 0w
S— =p—. (27)

Ox? ot?

Pro snazsi orientaci v nékterych publikacich [4, 6, 7], budeme pro elastické
koeficienty misto symbolu C' pouzivat oznaceni S. Vyraz (27) lze pro piehled-
nost zapsat za pouziti standardnich fyzikalnich konvenci (t.j. derivace podle
soufadnic ozna¢me ¢arkou a derivace podle ¢asu teckou) nasledovné

Sw" = pi. (28)

Predpokladejme homogenni prostiedi na urc¢itém koneéném intervalu, ktery
rozdélime do n mensich intervali. Kazdy interval bude predstavovat urcity
maly tsek ptuvodniho intervalu. Délku kazdého intervalu oznacme e a musi
platit, Ze ne je rovno délce celého intervalu. Hmotnost kazdého intervalu
pak bude m = pe a budeme ji lokalizovat do stfedu intervalu. Kazdy -
ty interval interaguje se svymi dvéma sousednimi intervaly 7 + 1 silami F*
danymi rovnicemi

F* =715 = Snf = S (wip, —w;) e, (29)

(2

kde 77 je napéti na obou rozhranich i-tého intervalu, S je tuhost materialu,
ni deformace a w; oznacuje vychylku intervalu z rovnovazné polohy.

Déle ze znamé pohybové rovnice vime, ze pro kazdy i-ty interval plati

mi = F* + F}. (30)
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Do rovnice (30) dosadime za sily F' z rovnice (29) a pro druhou derivaci podle
¢asu pouzijeme standardni diferenéni nahradu [4]

t+1 t t—1
W= 5 (31)

a po dosazeni ziskdme rovnici

wf—i_l = 2wf — wf_l +c <w§+1 + wlt',l - 2wf) ) (32)
kde 528
pPE

je kvadrat tzv. Courantova ¢isla [4] a § je zvoleny ¢asovy krok. Hodnotu
¢ 1ze zvolit témér libovolné zménou poméru § /e. Kvili konvergenci a sta-
bilité schématu je nutné volit ¢ < 1, pficemz nejvhodnéjsi volbou je ¢ = 1,
kdy se vlna 8ifi bez jakékoli zmény svého tvaru. Rovnice (32) je hledanym
numerickym schématem pro itera¢ni feseni elastodynamické vinové rovnice.

3.1.2 Heterogenni prostiedi - idealni kontaktni rozhrani

Nyni predpokladejme heterogenni prostredi slozené z nékolika homogennich
usekil s idedlnim kontaktnim rozhranim, to znamené, Ze rozhrani umisténé
na intervalu ¢ oddéluje dva tseky s riznymi fyzikadlnimi vlastnostmi S—, p~
a St pt vlevo a vpravo od intervalu 4, ale amplituda se p¥i priichodu viny
takovym rozhranim méni spojité. Veli¢inu

1
7% = \/ptSt = geipi (34)

nazveme impedanci materidlu. Pokud je rozhrani spojité, muzeme rozdélit in-
terval i do dvou podintervala (viz obr. 1 a obr. 2), které budou reprezentovat
dvé poloviny piivodniho intervalu, (i)™ a (i)~ o délkach €* a ¢, hmotnostech
mt =1/2ptet am™ =1/2p e aimpedancich Zta Z~, které oviem na
sebe budou navzajem spojité navazovat, tzn., ze pro dva body P a @), které
lezi nekonecné blizko bodu rozhrani I, plati

Wp = Wg = Wr. (35)

Tuto rovnici zapiSeme do notace pouzité v obr. 2 takto:

wo =w" =w", (36)



interface
& &
-

M P O N

I-1 p.S I S I+1

Obrazek 1: Numerickd miizka kolem bodu rozhrani

kde zrychleni hmotného stiedu w™ (c¢m - center of mass) je definovano jako

m-w- +mtwT B Fr+ F~

mt+m— Comt 4+ m—

wcm —

(37)

Navic jeité zavedeme nové vnitini sily f, které udrzuji oba podintervaly
pohromadé. V rovnici (36) a nasledujicich rovnicich jsme pro stru¢nost vyne-
chali psani horniho indexu t a dolniho indexu i. Pfedpoklddame, Ze vnitini

sily maji stejnou velikost a jsou si navzajem opacné: f* = —f~. Z pohybo-
vych rovnic plati pro podintervaly
mit = F* 4 f* (38)

a z rovnic (36) a (37) dale plyne

- mtFT —m

==t =

(39)

mt +m~

Po dosazeni do rovnice (38) a kratké upravé ziskdme vysledné schéma (pro
-
ct=1)

witl = w1 4 t+wi+1 +t wiq, (40)
kde
27%
== ) 41
Zt+Z- )

3.1.3 Neidealni kontaktni rozhrani

Nyni budeme predpokléddat, Ze rozhrani mezi dvéma rtznymi prostiedimi
bude neideélni. V takovém pripadé uz ale vnitini sily nespliuji rovnici (39).
Zavedeme tedy do modelu novy parametr @), ktery charakterizuje kvalitu
kontaktu na rozhrani a lze jej zapsat jako

5= Qfpe (42)
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Obrézek 2: Rozdéleni intervalu 4 do dvou podintervali (i)™ a (i)~ a zobrazeni
vnitinich sil

kde ;Ec (pc - perfect contact) oznacuje vnitini sily tak, jak jsme je zavedli pro
piipad idealniho kontaktniho rozhrani v rovnici (39). Parametr ) se bude
ménit od ) = 0 v pfipadé zlomu do @) = 1 v pripadé idedlntho kontaktu.
Stejné jako v pripadé popsaném vyse snadno dosazenim ziskdme vztah

(wi)tH = — (wi)t_l + 2wt + 2¢T (wil — wi)

+QtT [—ci (wil — wi) +ct (wqﬂ — ij)} , (43)
kde 52t
ro 2 (1)
(e5)" p*
2 + +
g e (45)
pret + pe”
a
W1 = Wiy (46)

Rovnici (43) 1ze zjednodusit, pokud ve snaze ziskat optimalni podminky kon-
vergence a stability bude et a e~ zvoleno tak, aby platilo ¢t = 1. Pak miizeme
definovat veli¢inu impedance (pfed a za rozhranim) jako v pfipadé idealniho
kontaktniho rozhrani nasledovné

Zi:wmﬂi:%éf (47)

. 27+
It +Z-

a dale
=1+, (48)
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kde
Jt -7~

S 49
"Iz (49)
Po této upravé ziska rovnice (43) tvar

Wt =~ = 2rQA + (1 +rQ)wyy + (1 — Q) w_y, (50)
AT = AT 1 2QA + (1 - Q) (win — woa), (51)

kde uy jsou stale definovana stejné jako v rovnici (43) a
w=1 (er + w*) _1 (er - w’) : (52)

2 ’ 2

V piipadé idealniho kontaktniho rozhrani (Q =1), A = 0 a rovnice (50)

prejde na tvar
wt = w4 ttw Ftwy, (53)

coz je diferen¢ni schéma pro ideéalni kontaktni rozhrani (40).

3.2 Implementace

Pocitacova implementace byla provedena v programovém baliku Matlab. Kod
obsahuje dva matlabovské soubory. Prvni s nazvem dipl.m a k nému ptisluse-
jici graficky interface dipl.fig - oba soubory musi byt ulozeny ve stejném spo-
le¢ném adresafi. Spusténim souboru dipl.m se zobrazi interaktivni dialogové
okno, v némz muze uzivatel nastavit parametry modelu jako naptiklad pocet
bunék, pocet vrstev riznych materiali a hodnoty koeficienti () na téchto
vrstvach, typ okrajové podminky, tloustku jednotlivych vrstev (v buinikach),
typ pulzu, celkovy pocet ¢asovych krokt nebo smér sifeni viny. Vystupem je
graf prubéhu vilny prostifedim a graf popisujici zmény na rozhrani.

Program pracuje tak, Ze nejprve zpracuje uzivatelem zadané hodnoty, viz
obr. 3, pripadné jej uz pii jejich zadavani upozorni na mozné chyby - viz
obr. 4. V pripadé, ze uzivatel nechce zadat konkrétni hodnoty, program pra-
cuje s modelovymi, jiz pfedem zadanymi, hodnotami. D4l spocte podle vyse
odvozeného diferen¢niho schématu hodnoty amplitudy elastodynamické rov-
nice a ty pak nasledné zanese do grafu. Program umoznuje zobrazit najednou
cely prubéh pohybu viny v ¢ase (tlacitko “ Graf”) nebo nechat vykreslit pouze
jeden pozadovany ¢asovy krok (Tlacitko “Snimek” - pokud neni déno jinak,
automaticky je nastaven prvni, tedy inicializacni, ¢asovy krok). Vzdy je zob-
razena amplituda vychylky a hodnota koeficientu ) na rozhranich materiali.
Priklad vyslednych grafi je na obrazku 5.
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) Elastodynamicka rovnice 1D - neidealni rozhrani
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Obréazek 4: Graf zobrazujici upozornéni na chybné vyplnéni vstupnich para-
metru.
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Obrazek 5: Graf elastodynamické vinové rovnice v 1D piipadé. Horni graf
vzdy zobrazuje amplitudu vychylky, spodni vykresluje zménu amplitudy na
rozhrani.

4 Diferenc¢ni schéma ve 2D
4.1 Fyzikalni &ast

Predpokladejme ortotropni material [2| a symetrii (transla¢ni invarianci)
vzhledem k z3. Pak elastodynamicka rovnice (26) pfejde na tvar

0 ow™ OPwk ow*
— - = 4
kde k,l,m,n=1,2 a
0 ow? OPw? ow?
oz, (S?’lgl@—xl> +fz=p o2 + R ETR (55)

kde [ = 1,2. Rovnice (54) muze byt zapsana také ve tvaru
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83% 8:ck 8.Th 8.Th 8.Th 8:ck

B O*wk TR owk
o LT

0 ow* ow™ 0 owk  ouwh
o + A + 1 + + J

(56)
kde k=1,2:h=3—-k=21a
0k = Skkkk, A = S1122, H = Si212

predstavuji materialové konstanty. Pro homogenni vzorek prechazi rovnice
(56) na tvar

O*wk J2wk d2wk J2wk ow*
a2 TP T amon, TP P B7)

O

kde k =1,2, h=2,1av = A+ pu =0 — p. Maticové lze rovnici (57) zapsat
nésledovné

AW, + BW,y, + CWyy + f = pWy + RW, (58)
kde

4.2 Diskretizace
4.2.1 Idealni kontaktni rozhrani

Diskretizaci provedeme podle [6], obecnéjsi informace je mozné najit napt.
v [8]. Elastodynamicka vlnova rovnice ve 2D pripadsé je

Predpoklady modelu:

e VInova rovnice je diskretizovana v pravouhlé mfiizce s délkami hran

Az, Ay.
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Obrazek 6: Numerickdi miizka kolem bodu (7,5) s dodateénymi body
(i £0,j £6).

e Vychylky W% jsou diskretizovany v bodech (i, 7).

e Dile jsou uzity dalsi body (i £ 6,7 + d) ve vzdélenosti § < Ax ~ Ay
od miizky (obr. 6).

e Builka mrizky je oznacena ve svém levém dolnim rohu, tzn., ze buika
se stfedem v bodé (i 4+ 1/2, j 4+ 1/2) ma indexy 1, j.

e Materidlové matice jsou konstantni uvniti kazdé bunky se stfedem
v bodé (i +1/2,5 +1/2).

Hodnoty materidlovych matic mohou byt nespojité se skoky podél hra-
nic bunék.

Vlnova rovnice (59) je pocitana ve ¢tyfech bodech (i + 6,5 £+ §). Hodnoty
materidlovych matic jsou v kazdé bunice konstantni, mizeme tedy zapsat
CtyTi rovnice ve tvaru

i+a,j+bry i4ad,j+bs i+a,j+bry i4ad,j+bs i+a,j+byr i+ad,j+bs
A Wi + B W, +C Wi +f
i+ad,j+bd i+ad,j+bs
= pW eI T Ry TaoIT (60)
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kde a,b = —1,0 a pruh nad indexem znaci operdtor posuvu 0 = 1, —1 = —1.
Nahrazeni druhych derivaci kone¢nymi diferencemi je pro a,b = +1 zavedeno
pomoci prvnich derivaci takto:

i+a/2,5 i+ad,j+bd
Wita/ wi

Wi+a5,j+b5 61
o alAzx/2 ’ (61)
ij4b/2 _ Yiritad,jt+bs
Wi+a6,j+b5 — Wy - Wy ’ (62)
w bAy /2 ’
ita,j+b/2 _ Ti7i+b/2
Wi+a5,j+b(5 Wy o Wy e (63)
atd alAx

Nyni ov8em zistavaji prvni derivace v bodech (i 46, j +3J) nevyjadieny. Tyto
derivace muzeme nahradit rovnicemi pro spojitost napéti. Derivace prvniho
fadu v bodech (i +1/2, ), (i,7 £ 1/2) jsou aproximovany jako

) ) Wiil,j _ Wi,j

WiEL/2: — (64)
o Wi,j:l:l o Wi,j
1,j+1/2

Pro zavedeni spojitosti napéti definujme dodate¢né body (i £ 6, j + €)
a(ite j+9), pricemz e € § < Az ~ Ay.

Slozky tenzoru napéti 7 muzeme ve dvourozmérném piipadé pro ortotropni
materidl se symetrii v ose z psat

) = AYWY+ DIWY, (66)
7 = EYWJY 4 BIWY, (67)

kde D, E jsou opét materidlové matice:

(23) == (20)

Jak jiz bylo feceno, hodnoty materialovych matic A, B, C, D, E jsou pro kaz-
dou samostatnou buiiku konstantni, tedy

AitTei+d — fit6+0 _ fitdgte . fid atd.
Spojitost napéti podél rozhrani budeme pocitat z bodu +e. Nechme zatim

prvni derivace v bodech (i & 4, j £ 0) nevyjadiené a aproximujme prvni de-
rivace v bodech 4¢ pro a, b = £1 jako
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i-0,j+6 i-£,j+0 i+ej+0 i+0,j+0
+ o o +
i-0,j+e i+dj+e
@) @)
Lj
@) @)
i-0,j-& i+0,j-¢
+ o ° +
i-0,j-0 i-£,j-0 i+e,j-0 i+0,j-0

Obrazek 7: Blizké okoli bodu (i, j) s dodateénymi body (i & d, j + J)
a(itejt0),(1+d,jte), kdee<d << Axr ~ Ay.

Witad _ i

WiJraé,jere — 68
v alAx ’ (68)
Wz‘-l—aé,j-l—bs _ Wi+a6,j+b6 (69)
Yy Yy ’
W;—i—as,j—&-bé — W;-{—aé,j—&-bé’ (70)
) ) Wi,j+b _ Wi,j
i+ae,j+bd
Wy o bAy : (71)

Spojitost tenzoru napéti v bodech 4+¢ podél hranic bunék muzeme vyjadrit
rovnicemi

I (72)

Téié,j*ﬁ Tzii5,j+e.

Déame-li dohromady 4 rovnice (68) a 4 rovnice (72), potom prvni derivace
v bodech (i £ 46, j + J) lze vyscitat a dostavame:

1 1
> Y RYWEI L [ = gV 4 RV )

k=—11=—1
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Obrazek 8: Rozdéleni buiky a zobrazeni sil ve 2D

Pro vyjadreni ¢asovych derivaci pouzijme standardniho diferenc¢niho sché-
matu:

Wi,j,n+1 _ 2wi,j,n + Wi,j,n—l Wij _ Wi,j,n+1 _ Wi,j,n—l
dt? ’ L 2dt '

Tak dostavame konec¢né explicitni diferencéni schéma ve tvaru:

i

11
WL — el NN RGW IR, (74)
k=—11=—1
Ke shodnému vysledku lze dojit i jinou cestou [6]. Protoze ale pouzivé notaci,
z niz budeme vychazet v pripadé neidedlniho kontaktniho rozhrani, tak ji zde
uvedu. Pro zjednoduSeni nebudeme predpoklddat zadnou vnéjsi objemovou
silu ani tlumici ¢len. Z predchoziho odvozeni je vidét, ze jde bud o pfedem
znamy parametr, nebo o ¢len, ktery lze na konci za pomoci znamych dife-
ren¢nich nahrad pridat.

Mriizku rozdélime do bunék stejné jako v predchozim odvozeni a podobné jako
(k)

u jednodimenzionélniho pifpadu zavedeme do jednotlivych bunék sily F, " -

viz obr. 8, coz jsou sily, kterymi piisobi na uzel Oy jeho nejblizsi ,sousedé” n:

Y = MWAW,, (75)

n
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kde

(n=k=123,4),

MF) — (
" Xk 5HE
1
MTS,k):< 2/;’“ X; (n=6,k=1,2;n=8k=3,4)
— Xk 2 k
a k1
Xt = (—)k+1 (Ak — px) /4,
Yo o= (=) () /4,
AW, = W, — W, (77)

o= ()
Un

Stejné jako v pifpadu 1D, zavedeme také vnitini sily f,;, kterymi na sebe pii-
sobf jednotlivé ¢asti kazdé buiiky. f,, tedy spojuje ,;poduzel” Oy, s ,poduzlem”
Oy, viz obr. 8. Zfejmé plati

fr=—Vu (78)
Dalsi odvozeni je shodné s odvozenim pouzitym pro jednorozmérny piipad.
Ze spojitosti napéti (72) ziskame diferencni schéma

52
Wigr = 2W = Wiy + — 3" MPAW,, (79)
pe n,k
kde
1 4
p= ZZPk-
k=1

Je vidét, ze postup je obdobny jako v prvnim odvozeni, analogicka je diskre-
tizace miizky i pouzité diferen¢ni nahrady. Odlisny je jen zapis materidlovych
matic, matice M*) jsou linearni kombinace matic A, B, C, D, E.

Pozn.: V rovnici (79) jsou z davodu lepsi ¢itelnosti vynechény prostorové a ca-
sové indexy vztahujici se k ,aktudlni” ¢asové vrstvé a ,aktualni” prostorové
soufadnici. Toto odvozeni také predpoklada, Ze vSechny ctyfi ,podbunky”
maji stejny objem ieZ a jejich hmotnosti jsou stejné a rovné ipke?

4.2.2 Neidealni kontaktni rozhrani

Stejné jako v piipadé idealniho kontaktu, rozdélime mtizku do bunék a kaz-
dou buiniku jesté do dalsich ¢tyr mensich bunék. Je zfejmé, Ze zrychleni kazdé
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ze ¢ty menSich bunék musi byt stejné jako zrychleni hmotného stiedu

4
Wi=Won=—53F  (k=1,.,4), (30)

kde ' je vyslednice ti sil F © Vztahujicich se k uzlu [, jak je vidét na obr. 8,
tedy napf. F' = Fél)jLF( +F ) Rovnice (80) je splnéna, jestlize zobecnime
rovnici (37) z jednodimenzionalniho na dvoudimenzionélni piipad

a dosazenim ziskdme vztah

~ pF = pF"

- 81
Fu =2 (51)
Potom teprve muzeme rozsitit nas model i o neidealni kontaktni rozhrani
podobné jako v 1D zavedenim tenzoru kvality kontaktu na rozhrani ¢);; pro
kazdy uzel O vztahem

T = Qurl?, (82)

kde f(p) znaci vnitini sily pro idedlni kontaktni rozhrani, jak byly zave-
deny rovnici (81). @k nabyva stejné jako v 1D piipadé hodnot od 0 do 1,
v piipadé, ze Q = 1, jde o idedlni kontakt. Zménou parametru Qy; lze
simulovat mnoho materialovych nedokonalosti. Nevyhodou oproti piipadu
s idedlnim kontaktnim rozhranim je ¢tyfnésobné prodlouzeni doby vypoctu,
protoze v piipadé neidealniho kontaktniho rozhrani musi byt spocteny ite-
ra¢ni rovnice pro vSechny ,poduzly™

5
I#k

kde index (k) oznacuje, o ktery ,poduzel” se jedna.
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4.3 Implementace

Tato ¢ast prace byla provedena v systému Reduce [15] a uzito bylo maticového
a vektorového zapisu. Po odvozeni diferenc¢niho schématu za pouziti pocita-
cové algebry Reduce jsem tento systém pouzila ke generovani numerického
kodu tohoto schématu. Stejnym zptisobem bylo jiz diive odvozeno schéma
pro idealni kontaktni rozhrani. Odvozeni diferen¢niho schématu bylo pro-
vedeno v maticové-vektorovém zapisu, pro jeho implementaci je tfeba toto
schéma rozepsat do skalarniho tvaru, ktery vypada takto

1 1
ul,j,n+1 — ,jn 1 Z Z (zykl Z+k,]+ln_'_cl_]klvl+k,]+l n)7 (84)

1
vz,j,n—H — ,jn 1+ Z Z (Cz]kl z+k,]+ln+czﬂcl H—k,j-i—ln)’ (85)
k=—11=-1

kde koeficienty c”’“l jsou funkcemi materialovych konstant u, v, A\, o1, 09, R

a f. Tyto koeﬁmenty nejsou zavislé na case a je tedy mozné je spocitat pouze
jednou a to na zacatku simulace. S pomoci programu Reduce bylo provedeno
kompletni odvozeni diferen¢niho schématu. 7Z takto odvozeného kédu pro
diferen¢ni schéma byl poté automaticky vygenerovan piislusny zdrojovy kod
v jazyce C.

P1i implementaci idedlnitho kontaktniho rozhrani byly implementovany dvé
verze kodu: jedna s predpocitanymi koeficienty a druhé, které pocitala koe-
ficienty az béhem samotného vypoctu. Verze prvni méla bohuzel asi tfikrat
vétsi naroky na pamét, proto jsem piesla k druhé verzi, ktera je diky perma-
nentnimu vypoctu koeficientt sice o néco pomalejsi, ale funkéni i na velkych
miizkach.

Pro vypocet neidealniho kontaktniho rozhrani byla pravé kvili pamétovym
narokim implementovéna jen verze bez predem spoctenych koeficienti. Pro
snadnou editaci pole parametri Qg; jsem vyrobila kratky program v Matlabu,
kde se zadaji hodnoty (Qy; a program vygeneruje netedf soubor, ktery je dale
vstupem pro vlastni vypocet diferencniho schématu.

Kod implementujici kone¢né diferen¢ni schéma pro neidealni kontaktni roz-
hrani (83), tedy kod implementujici jeden ¢asovy krok, je podobné jako v pii-
padé idealniho kontaktniho rozhrani automaticky generovan programem Re-
duce.
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Obrazek 9: Vertikalni zlom na miizce o velikosti 350 x 300. Levy sloupec
znézornuje podélnou komponentu u, pravy pak pri¢nou komponentu v.

4.4 Vysledky a diskuze

V pripadé idealniho kontaktniho rozhrani je mozné funkénost modelu snadno
ovérit srovnanim se zndmymi analytickymi FeSenimi, napt. odraz rovinné viny
na rozhrani dvou rtznych materiali |9, 10].

Tato sekce je vénovana diskuzi vlivu koeficientu kvality kontaktu na rozhrani
Q1 na vysledny pohyb viny. Zajimaji nas predevsim piipady, ve kterych jsou
slozky tenzoru Qi rizné od 1.

Vzhledem k symetrii pripadaji v uvahu nésledujici tii zédkladni pripady ma-
terialovych poruch:

1. Vertikalni zlom (vertical delamination), postihujici jednu nebo vice bu-
nék, pro které Q12 = Qi3 = Q2 = @34 = 0. Na takové oblasti se
obé takto oddélena rozhrani mohou stat nezavislymi zdroji vinéni. Do-
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Obrazek 10: Smyk ve vertikdlnim sméru, porucha ()12 = 0 je pro ¢ = 150
aj =146 — 154

tykové hrany lze pokladat za specidlni pripady vertikalnich zlomt na-
stavenim Q12 = Q13 = Q2 = @34 = 0, pokud je rozhrani v tahu,
a Qo = Q13 = Qog = Q34 = 1, je-li rozhrani v tlaku.

2. Smyk ve vertikdlnim sméru definovan napt. Q1o = 0 (vertical slippage).

3. Dalsi typ anizotropie je mozné reprezentovat napiiklad pomoci ()13 = 0
(rhomboidal slippage).

V8echny ostatni QQ; pro tyto tii pripady jsou nastaveny na hodnotu 1.

Na obrazcich 9 - 11 jsou uvedeny vysledky simulaci pro vyse zminéné tii
pripady poruch. Obrazky zobrazuji iteni podélné rovinné vlny v materiélu,
uvnitt kterého jsou rizné typy poruch, jako funkci ¢asu. Miizka ma velikost
350 x 300 bodi, snimky zachycuji amplitudu rovinné vlny ve tiech riznych
casovych okamzicich. Levy sloupec zobrazuje podélnou slozku amplitudy vy-
chylky, pravy pak zobrazuje jeji piicnou slozku.
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Obrazek 11: ,Rhomboidal slippage” - @13 = 0 v bodech i = 150 a j =
146 — 154.

Obréazek 9 zobrazuje prvni vySe zminény piiklad poruchy - vertikilni zlom.
Hodnoty tenzoru Qg jsou Q12 = Q13 = oy = 34 = 0 v bodech 7 = 180
a j = 146—154, obrazky byly zachyceny v ¢asech t = 154, 260, 300. Protoze je
defekt v materidlu pomérné maly, podélné vina se $ifi dal témétr beze zmény.
Presto se ale na poruse generuje znatelna odraZena vlna o amplitudé cca 20%
amplitudy puvodni vlny, a navic se generuje i pfi¢né vlnéni (komponenta
v, pravy sloupec). Zlom se chova jako zdroj témér symetrickych kulovych
vln. Chovéani odrazenych vln dobfe koresponduje s vysledky P. P. Delsanta
v [5].

Obréazek 10 zobrazuje druhy piipad poruchy - smyk ve vertikdlnim sméru.
Rozmér mrizky je stejny jako v predchozim piipadé, porucha ()15 = 0 byla
nastavena v bodech ¢ = 150 a j = 146—154, ¢asové snimky jsou zachyceny pro
t = 230, 290, 380. Podélné vlna se siti podobné jako v predchozim pripadé,
odrazené vlna je stale patrna, i kdyz jeji amplituda je mnohem mensi (¥é-
dové jednotky procent puvodni viny) nez v predchozim piipadé. Pi blizsim
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Obrazek 12: Graf relativniho podilu R odrazené viny na poruse a graf A -
rozdilu vln odrazenych v hornim a spodnim kvadrantu

zkouméni je patrné, ze i tvar odrazené viny je jiny nez v pfedeslém piipadé,
zvl4asté na poslednim uvedeném casovém snimku je znatelny vertikalni posun
dvou vlnoploch.

Na obr. 11 je zachycen posledni typ poruchy, kdy ()13 = 0. Rozméry miizky
a poloha poruchy byly stejné jako u smyku ve vertikdlnim sméru, obrazky
byly zachyceny v ¢asech t = 250, 357, 395. Podobné jako v minulém piipadé
se amplituda odrazené viny pohybuje fadové v jednotkach procent ptuvodni
vlny. Tvar odrazené viny je ale opét trochu jiny, vinoplocha jiz neni sféricka.

Chceme-li ngjakym zpusobem kvantifikovat vyse uvedené efekty, ¢i miru ani-
zotropie, mizeme zavést nasledujici jednoduché parametry

2 2
Doi<150 2o \/ Ui U3

2 2
DD RYAL e

2 2 2 2
A 2 i<150 (235150 ui; + U5 = Dis1s1 /Ui + U@'j)
- 2 2 '
R 2325\ ui; +vj;

R reprezentuje relativni podil odrazené viny na poruse v daném casovém
kroku. Veli¢ina A udava rozdil vin odrazenych v hornim a dolnim kvadrantu
vypocetni sité v daném casovém kroku, coz nam charakterizuje miru anizo-
tropie u odrazené vlny. Spoc¢itame-li tyto dvé veli¢iny pro vysSe diskutované
tfi typy poruch v rtznych c¢asovych krocich, ziskdme dva grafy, které jsou
zobrazeny na obr. 12.

R:
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5 Diferen¢ni schéma ve 3D
5.1 Fyzikalni Gast
Uvazujme elastodynamickou rovnici ve tvaru

0 ow™ O*wk ow*
on (Sklmna—xn> +F=p o2 + RW? (86)

kde indexy k,l,m,n nabyvaji hodnoty 1, 2, 3, § je tenzor tuhosti, p materidlova
hustota, F' = (f1, f2, f3) vnéjsi objemova sila, R = (71,79, 73) koeficienty
viskézniho t¥eni a W = (w!, w? w?) jsou vychylky. Tenzor tuhosti lze pro
zcela obecny anizotropni material zapsat takto (zde je pouzito konkrétnich

bézné uzivanych nazva jednotlivych slozek tenzoru Cjjj; zavedeného v (18):

01 )\6 )\5 Tia Ti15 Ti6
Oy A4 Ty Tos  T26
03 T34 T35 T36

Sk:lmn = SV(k,Z)V(m,n) = L4 Va5 Vas ) (87>
Hs 756
He

pfi¢emz bylo opét pouzito Voigtovy konvence (21)
Vi, j) = b + (1 = 655) (9 —i = j) .

Tenzor tuhosti je symetricky, z divodu prehlednosti je zapsan pouze v hornim
trojihelnikovém tvaru. Jedna-li se o ortotropni material, mé tvar

o1 A2 )\13

o2 Az
03
S = 88
H23 (88)
H13
H12
Za predpokladu homogenniho materidlu mé rovnice (86) tvar:
Diky fidkosti matice (88) lze rovnici (89) upravit na tvar
3
> (Awnwh o, + Nentorga, ) + fr = pwly + riwf, (90)

n=1
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kde

01 Mi12 Hi13 0 wvi2 i3
A= | 2 02 po3 |, N=| viza 0 103 |,
f13  f23 O3 vig o3 0

Vij = Nij =+ fij-
Pro neortotropni material je mozné piepsat rovnici (86) do tvaru
3
> D Mywmg + fi = piog +rwy (B =1,2,3; n = (k,m)),
m=1 (=1

kde
Mn( = Sk:lmn + (1 — (5ln) Sknml (n = (k7m) ) C = (l7 n)) .

Tenzor S tedy presel na tvar:

o1 e s 2756 2715 2716
fe 02 [ 2To4 246 2796
Mo | s B O3 2734 2735 245

V56 Toa T34 A+ a4 Tse+ Vas  Tes + Va6
Tis Va6 T35 T36 T Va5 A5+ s Tia + Vse
Tie To6 Va5 Tos + Va6 Tia T Vse A6 1 Lo

5.2 Diskretizace

(91)

Diskretizace ve 3D ptipadé je zcela analogicka 2D piipadu. Nejprve uvedu

patfi¢né vzorce.
Diferen¢ni schéma pro derivace:

e prvniho fadu

WLk _ ik

i£1/2,5,k

w

¥ +Ax ’
igtLE gk

igk1/2k W w

wy = ,

+Ay

gkl ik

wiIkEL2 w w

# +Az

e druhého fadu (pro a, b, c,= +1)
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wi+a/2,j,k _ wi+a5,j+b5,k+c§
T

i+ad,j+bd,k+cs z

ez N alAzx/2 ’ &7)
b ks wi,j+b/2,k _ wi+a6,j+b6,k+cé
1+a0,j Jk+c _ Y Yy

it _ Al , (98)

i.i.k 2 i+ad,j+bd,k+cod

i+ad,j+bd,k+cd widv +c/2 _ ,w;Jra ,J+b0,k+c (99)

Wzz o cAz/2 ’
A ‘ WiTeITb/2k i g+b/2k

witad tboktes Ty — y , (100)
o witadk+e/2 _ y yigktc/2

witedithokted v — y ’ (101)
' ’ whitbkte/2 g igkte/2

witadd Tkt X y . (102)

Y

Vztah pro tfi rovnice v osmi bodech i + 9,5 + 9,k + 9, kde a,b,c = —1,0,
m = 1,2,3 mizeme tedy pro ortotropni material zapsat jako:

]

i+a,j+bk+c  m,i+ad,j+bd,k+es i+a,j+bk+c

n,i4+ad,j+bd,k+&s

ITmIn

1

3
Il

_ pw?;,z—l—a&]—&—bé,k-i—c& + Rw?m,z—i—aé,j-l—bé,k—&-cé’ (103>

kde opét 0 =1, —1 = —1.

Pro vyjadreni spojitosti tenzoru napéti pouzijeme opét vyjadieni v dodatec-
nych bodech (i+0, j+0, kte), (i£0, jEte k£d)a(i£d, j£6, kte), kde
€ < 0 € Az ~ Ay ~ Az. Dale predpokladame, ze A, ., Npn, 1€SP. Skimn
jsou konstantni v kazdé z bunék, tedy

it+e,j+o,k+6 i+0,j4+e,k+6 __ Ai+6,j+0,k+e
Amn - Amn - Amn -

= ARG _ fid (104)

atd., buiika je oznacena rohem s nejmensi sumou indext.
Derivace v bodech e, pro a,b,c = £1 maji tvar:

witaed tboktes  _ jitaditbkel (105)
B,J4+bk _ 5.0,k
itaej+boktes _ W w
" _ , (106)
bAy
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i,j,k‘i’c _ iijk
itaej+boktes _ W w
w _ , (107)
cAz
i+a,j7k _ ivjvk
i+as,j+bek+cs W w 108
'l,U:l3 - ) ( )
alAzx
wzy+a5,j+bs,k:+c5 _ w;+a57]+b57k+05’ (109)
i,4.k+c __ 00k
itabjtbektes _ W w 110
U}Z - ) ( )
cAz
i+a,j7k _ ivjvk
itadjrboktce _ W w 111
wx - ) ( )
alAzx
1,5+bk __ 0,0,k
itasjrbskice _ W w 112
'l,Uy - ) ( )
bAy
witabd+bbktee  _ yitadjtbi+es (113)

Opét, derivace prvniho Ffadu v bodech i+, j+9, k+ 0 ztustavaji nevycisleny.
Slozky tenzoru napéti
Tkl = SkimnWy,, (114)

mohou byt pro ortotropni materialy psany jako

Tk = O'kwl;k + Z Akn Wy (115)
n#k
Tkn = :ulm(wlafn + wgk)a k 7& n. (116)

Déle predpokladdme spojitost napéti v rovinach

e 1 = konst.:
i€ jE8kEts  itejtkEs .
Tnl - Tnl ) n= 17 27 37

e y = konst.:
i+8,j—ektd _ _i+dj+ektd _
Tn2 = Th2 ) n = ]-7 27 37

e z = konst.:

i+6,j+6,k—e i+6,j+6 ke _
Tn3 Tn3 n=1723.

Vhodna kombinace diskretizovanych vlnovych rovnic vyjadienych v 8 bun-

kach vztazenych k referenénimu bodu s rovnicemi pro spojitost napéti umoz-
nuje eliminovat nevyjadiené derivace prvnitho fadu v bodech 1 £46, j+4, k+9.

Pro pripad obecnéjsiho - neortotropniho - materialu je tfeba rozsitit vypocet
na celou matici (87), resp. pouzit matici (93). Postup vypoctu vsak ziistava
stejny jako u odvozeni pro ortotropni material. Tvar vysledného schématu
zde neuvadim, protoze by jeho vypis obsahl nékolik stran textu.
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5.3 Implementace

Po provedeni diskretizace ¢asovych derivaci standardnim zptisobem dosté-
vame diferenéni schéma pro vychylky (w!, w?, w?3):

wmy(l7]>k)»n+l — _wm7(27]7k)7n71
3 1 rab
igkabe 1, (i+a,j+b,k+c),n
+ Z Z Cim w ’ (117>
=1 a,b,c=—1

. 17 kab . ve ~. s 1: 2 . . sz .
kde koeficient ¢;?" obsahuje pfislusné linearni kombinace materidlovych

konstant a parametrii.

Celé odvozeni diferen¢niho schématu ve slozkové formé bylo opét provedeno
za pomoci systému pocitacové algebry Reduce a souhlasi s vysledky P. P. Del-
santa [7].

Podobné jako v dvoudimenzionélnim piipadé bylo odvozeno nékolik variant
implementovanych programii. Pro ortotropni materidly existuji dvé verze pro-
gramu - prvni stejné jako ve 2D predem napocte koeficienty c}fﬁ abey dal je jiz
znova nepocCita. Tato verze je pamétové naroc¢na, zvlast, jde-li o vétsi vypo-
¢etni miizku. Proto lze pouzit verzi, ktera koeficienty predem nepocita, jsou
zahrnuty az ve vlastnim vypoc¢tu diferenc¢niho schématu. Nevyhoda této va-
rianty je v delsi dobé vypoctu, kterd je asi 2-3x vétsi. Nicméné takto 1ze bez
potizi napocitat i 2-3x vétsi vypocetni mrizky pfi obdobnych pamétovych
narocich.

Také diferen¢ni schéma pro obecny neortotropni material je implementovano
ve verzi bez predem napoctenych koeficientii. Kod implementujici koneéné
diferen¢ni schéma v jazyce C byl také automaticky generovan systémem Re-
duce.
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6 Okrajové podminky

V programu jsou v soucasné dobé€ implementovany rizné typy okrajovych
podminek a to jak ve 2D, tak ve 3D verzi programu.

e Volné hrani¢ni podminky. Simulované oblast je obklopena vrstvou bu-
nék, v nichz je vlnova rovnice sice v kazdém itera¢nim kroku pocitana,
ale vzapéti ignorovana. Dostavame tak ptipad, kdy 7 = 0.

e Pevné hrani¢ni podminky miizeme simulovat tak, ze feSeni v okrajové
vrstvé nastavime po celou dobu simulace na pevnou hodnotu.

e Dale je v programu LISA implementovano nékolik metod modelujicich
absorbéni (radia¢ni) okrajové podminky:

— FExtrapolace nultého a prvniho fadu je mozna, ale vysledky ne-
jsou prilis dobré. Extrapolace druhého a vyssich fadi jsou obvykle
nestabilni.

— Utlum

8wk 6wk

8xl ’ ot ’

kde 75(Z), Ri(Z) jsou mocninné, piipadné logaritmické funkee.

Tkl<f) Rk(f) k,l = 1,2,3, (118>

— Parazidlni aprozimace elastodynamické rovnice miize byt charak-
terizovana koeficientem odrazu r;(6) ve tvaru

r;(0) = <ﬂ>j,

1+ cosf

kde 7 je stupen aproximace a 6 je tthel dopadu méfeny od normély
okraje oblasti. Z tohoto vyjadieni je vidét, ze tuto aproximaci
nelze pouzit pro obecny thel dopadu.

— Superpozice Yeseni's Dirichletovymi hraniénimi podminkami (w* =

0) a Neumannovymi hraniénimi podminkami (Ow*/0z; = 0).

Zde analytické vyjadieni nezavisi na frekvenci ani na ihlu dopadu.
Tato metoda dava dobré vysledky, kromé pripadu, kdy pocatecni
puls prochézi rohy simula¢ni oblasti.

Pro neideélni kontaktni rozhrani je v pripadé absorbéni okrajové podminky
implementovana pouze posledni uvedend metoda.
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7 Zptsob ulozeni dat - NetCDF

Vzhledem k velkému mnozstvi jak vstupnich, tak vystupnich dat je v pro-
gramu LISA pro jejich uloZeni pouzit format NetCDF - Network Common
Data Form. Ten byl vyvinut v roce 1997 na University Corporation for At-
mospheric Research, Boulder, Colorado pro ucely jednotného zépisu a zpi-
sobu ukladani védeckych dat. Jeho syntaxe je velmi podobné syntaxi jazyka
C a umoznuje k danym hodnotam pripojit také komentar, coz velmi usnad-
nuje orientaci v datovém souboru zapsaném timto zptisobem. Podrobné in-
formace o NetCDF je mozno najit v elektronické podobé na [13], pro popis
rozhrani v jazyce C je vhodné napft. [14].

Kratce uvedme hlavni charakteristiky NetCDF:

e Nezévislost na platformé - NetCDF datovy soubor je spravné interpre-
tovan i pocitaci, které pracuji odliSnymi zpusoby se zékladnimi dato-
vymi typy.

e Primy pristup - Pristup do malé ¢asti velkého datového souboru je

efektivni.

e NetCDF soubor obsahuje kromé dat také jejich metadata (dimenze,
komentar, atd.)

e Jeden NetCDF soubor miize byt ve stejném okamziku vyuzit jak k za-
pisu (jednim uzivatelem), tak ke ¢teni (vice uzivateli).

v

e K dispozici jsou rozhrani pro jazyky C, C+-+, Fortran, Java, Perl, atd.

e K dispozici je velké mnozstvi knihoven a funkei umoznujicich snadnou
manipulaci s daty ulozenymi v NetCDF formatu.

e Data uloZena ve formatu NetCDF mohou byt ¢tena a vizualizovana vel-
kym mnozstvim jak komer¢nich programu (Matlab, Iris explorer, AVS,

e

VisbD, LinkWinds, PolyPaint, SciAn, Ferret, PolyView atd.)
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Neview 1.92e David W. Pierce 13 Aug 2003
variable=u
frame 178200
displayed range: -0.141642 to 1.00002 meter
Current: x=293.453735, y=-0.800000

qut | =1 4 4« I » » Edit 2 Delay: B opts

3gauss | InvP | InvC | Mag®i Linear | Axes | Range |Bilin | Print

Var: system_name time_start time_stop cpu_used
itime x ¥ Lidx
tho vt lambda

my sigmal sigma2

Dim:  Mame: Current: [Vl X siov_vert_ delam.nc

3] 0.286365 0.33320)

Set plot_range
Auto  Manual
Min: 0
Max: 400

OK  Cancel

Obrazek 13: Priklad neview uzivatelského rozhrani
8 Vizualizace dat

Jak jiz bylo zminéno v predchozi kapitole, data jsou uloZena ve formatu Net-
CDF. Pro 2D vizualizaci je mozné pouzit napf. prohlize¢ ncview [13]. Maly
priklad aplika¢niho rozhrani programu ncview je uveden na obr. 13. V prohli-
7e¢i lze ménit ruzné barevné palety, zobrazovat jednotlivé komponenty grafu
v zéavislosti na osach ¢i ¢ase, zobrazit rozlozeni materidlovych parametru. Sa-
moziejmosti je ofezavani maximalnich a minimalnich zobrazovanych hodnot.

Ve 3D pripadeé byl vytvoren vlastni vizualiza¢ni program v programovém ba-
liku Matlab. Program umoznuje zobrazit data pomoci t¥i rovin fezu, kterymi
Ize libovolné posouvat - viz obr. 14. Také 1ze posuvnymi jezdci ménit ¢i ome-
zovat barevnou mapu, rotovat s grafem nebo pouzivat rizné druhy stinovani
a samoziejmé vykreslit vedle grafu barevnou skalu.
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Deskion  Winclow  Help

EEEE

Obrazek 14: 3D vizualiza¢ni interface, v levém sloupci jsou grafy s celym
grafickym prostiedim, vpravo pak jiz pouze samotné grafy. Zobrazeno je Si-
feni pulzu v plexiskle, v jehoZ centru je umisténa hlinikova koule. V levém
hornim obrazku je pulz zachycen v ¢ase t = 24, jesté pred vstupem do kulové
oblasti tvorené atomy Al. Pravy horni obrézek zobrazuje vyvoj v case t = 32,
zbyvajici dva obrazky jsou v ¢asech t = 36, 38.
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9 Zavér

Jak bylo zminéno na zacatku této prace, jedna z moznych metod zjistovani
slozeni materiadlu je zkoumani Sifeni ultrazvukové vlny danym materiadlem.
Je-li téleso slozeno z vice materialii nebo je-li v ném néjaka vada ¢i kaz, bude
se ultrazvukovy signél sifit rizné, podle charakteru materialu nebo vady.

V této praci jsem se zamérila nejprve na fyzikalni popis sifeni ultrazvukovych
vin. Dale jsem pokracovala odvozenim diferenc¢nich schémat pro elastodyna-
mickou vlnovou rovnici postupné pro jednodimenzionalni pripad, dvoudimen-
zionalni pripad a nakonec i pro trojdimenzionalni piipad.

V 1D piipadé jsem popsala odvozeni diferen¢niho schématu elastodynamické
vlnové rovnice pro nehomogenni prostiedi s neidealnim kontaktnim rozhra-
nim. Toto diferen¢ni schéma jsem nasledné implementovala spolecné s uziva-
telskym rozhranim v programovém baliku Matlab.

V nasledujici kapitole jsem se zamérila na odvozeni diferen¢niho schématu pro
2D pripad. Bylo odvozeno schéma pro idedlni a neideédlni kontaktni rozhrani.
Obé tato schémata byla implementovana pomoci programu Reduce a jazyka
C. Existuji dvé verze programi pro idealni kontaktni rozhrani - piivodni,
implementovana jiz dfive, vhodna pro vypocet na mensich sitich s predem
predpocitanymi koeficienty, a verze, ve které jsou koeficienty zahrnuty do vy-
poctu kazdého ¢asového kroku. Tato verze je vhodné pro vypocet na velkych
sitich. Pro neideédlni kontaktni rozhrani jsem implementovala pouze verzi bez
predem pocitanych koeficientti. Vzhledem ke ¢tyinasobnému zjemnéni vypo-
Cetni miizky v pfipadé neidealniho kontaktniho rozhrani oproti idedlnimu
kontaktnimu rozhrani, povazuji toto Teseni za ohleduplnéjsi k paméti poci-
tace.

Nakonec jsem presla k odvozeni diferen¢niho schématu pro 3D prostiedi. Po
odvozeni rovnic pro ortotropni prostiedi jsem odvodila rovnice i pro obecné
neortotropni materidlové prostiedi. Stejné jako ve 2D jsem i zde k odvozeni
numerického schématu pouzila systém Reduce a néasledné jsem jeho pomoci
generovala zdrojovy kod v jazyce C. Pro ortotropni prostiedi opét existuji dvé
verze programu, prvni (ptvodni, také jiz diive implementované) s predem na-
poctenymi koeficienty, druhé bez predem pocitanych koeficienti. Stejné jako
ve 2D pripadé je druhé verze vhodné pro vypocty na velkych sitich. Pro
neortotropni prostiedi, které je opét o néco obsahlejsi co do po¢tu materialo-
vych parametri, jsem vytvofila také pouze verzi kodu bez pfedem pocitanych
koeficientt. Diivodem byla tspora paméti na velkych vypocetnich sitich.

Tato prace by méla podéavat uceleny prehled jak o teoretické (fyzikalni), tak
o numerické a informatické ¢asti tohoto projektu. Rada bych na zavér po-
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dékovala Dr. Ing. Milanu Sifiorovi za rady a postifehy a Doc. Ing. Richardu
Liskovi, CSc. za rady pfi mych problémech s programem Reduce a pak i dal-
Sim ¢lentim katedry fyzikalni elektroniky za jejich ochotu pfi feseni dalsich
drobnych problémai.
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10 Prilohy

10.1 2D schéma - zdrojovy kod
10.1.1 Priklad zdrojového kédu v programu REDUCE

Jako mald ukazka nasleduje program v jazyce Reduce, s jehoz pomoci je
odvozeno 2D diferen¢ni schéma v pripadé neidealniho kontaktniho rozhrani.
Vsechna ostatni schémata jsou podobné a maji analogickou strukturu.

operator a,b,c,ff,fp,rh,q,deqrhs,wl,w2,w3,w4,pp;

M15 := a(i,j)/(2xdx*dx) - ff(i,j)/(4*dx*dy);

M45 := a(i,j-1)/(2xdx*dx) + ff(i,j-1)/(4*dx*dy);

M16 := b(i,j)/(2xdyxdy) + ff(i,j)/(4xdx*dy);

M26 := b(i-1,j)/(2xdy*dy) - ff(i-1,j)/(4*dx*dy);

M27 := a(i-1,3j)/(2*dx*dx) + £f(i-1,j)/(4*dx*dy);

M37 := a(i-1,j-1)/(2%dx*dx) - ff(i-1,j-1)/(4*dx*dy);
M38 := b(i-1,j-1)/(2xdy*dy) + £ff(i-1,j-1)/(4*dxxdy);
M48 := b(i,j-1)/(2*dyxdy) - ff(i,j-1)/(4*dx*dy);

M11 := c(i,j)/(4xdx*dy);

M22 := -c(i-1,j)/(4xdx*dy);

M33 := c(i-1,j-1)/(4*dx*dy);

M44 := -c(i,j-1)/(4xdx*dy);

dwl := w3(i+1,j+1) - wi(4i,j)

dw2 := w4(i-1,j+1) - w2(i,j);
dw3 := wi(i-1,j-1) - w3(i,j);

dwd := w2(i+1,j-1) - wa(d,j)

dwlb := w2(i+1,j) - wi(i,j);
dwd5 := w3(i+1,j) - wa(i,j);
dwi6 := w4(i,j+1) - wi(i,j);
dw26 := w3(i,j+1) - w2(i,j);
aw27 = wi(i-1,) - w2(i,j);
dw3d7 := w4(i-1,j) - w3(i,j);
dw3s := w2(i,j-1) - w3(i,j);

dw48 := wi(i,j-1) - w4(i,j);

fp(1) := M16*dwl6 + M1ll*dwl + M15xdwil5;

fp(2) := M22*dw2 + M26*%dw26 + M27*dw27;
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fp(3)
fp(4)

M33*dw3 + M38*dw38 + M37*dw37;

M44*dwd + M48*dwd8 + M45*xdw4b;

rh(1) := rh(i,j);

rth(2) := rh(i-1,j);
th(3) := rh(i-1,j-1);
rth(4) := rh(i,j-1);
factor w;

degrhsl := ((1/(4*rhom)*(q(0,1,i,j)*(rh(1)*fp(2)-rh(2)*£fp(1))+q(0,2,i,j)*(rh(1)*fp(3)-rh(3)*£fp(1))+
q(0,3,i,j)*(rh(1)*£p(4) -rh(4) *fp(1))))+fp(1));

degrhs2 := ((1/(4*rhom)*(q(1,0,i,j)*(rh(2)*fp(1)-rh(1)*fp(2))+q(1,2,i,j)*(rh(2)*£fp(3)-rh(3)*£p(2))+
q(1,3,i,j)*(rh(2)*fp(4) -rh(4) *£fp(2))))+fp(2));

deqrhs3 := ((1/(4*rhom)*(q(2,0,i,j)*(rh(3)*fp(1)-rh(1)*fp(3))+q(2,1,i,j)*(rh(3)*fp(2)-rh(2)*£p(3))+
q(2,3,i,j)*(rh(3)*fp(4) -rh(4) *£fp(3))))+fp(3));

deqrhs4 := ((1/(4*rhom)*(q(3,0,i,j)*(rh(4)*fp(1)-rh(1)*fp(4))+q(3,2,i,j)*(rh(4)*fp(3)-rh(3)*£p(4))+

q(3,1,i,j)*(rh(4)*fp(2) -rh(2) *fp(4))))+fp(4));

lisp;
procedure equalreplacebyl u;
’replaceby . (for each a in u collect reval a);

algebraic;

put (’replaceby, ’psopfn, >equalreplacebyl) ;

pp := pp(ii,jj);

ruletoal := for each aa in {a,b,c,ff,rh} join
for jk := -1:0 join
for ik := -1:0 collect

<<ppp := ((part(pp,0) := aa) where ii=>i+ik,jj=>j+jk);

ppp => mkid(mkid(aa,ik+1),jk+1) >>$

ruletowl := for jk := -1:1 join
for ik := -1:1 collect
<<ppp := ((part(pp,0) := wl) where ii=>i+ik,jj=>j+jk);

ppp => mkid(mkid(wl,ik+1),jk+1) >>$

ruletow2 := for jk := -1:1 join
for ik := -1:1 collect

<<ppp := ((part(pp,0) := w2) where ii=>i+ik,jj=>j+jk);
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ppp => mkid(mkid(w2,ik+1),jk+1) >>$

ruletow3 := for jk := -1:1 join

for ik := -1:1 collect
<<ppp := ((part(pp,0) := w3) where ii=>i+ik,jj=>j+jk);
ppp => mkid(mkid(w3,ik+1),jk+1) >>$

ruletow4 := for jk := -1:1 join
for ik := -1:1 collect
<<ppp := ((part(pp,0) := w4) where ii=>i+ik,jj=>j+jk);

ppp => mkid(mkid(w4,ik+1),jk+1) >>$

ruletow3 := append(ruletow3,ruletow4)$
ruletow2 := append(ruletow2,ruletow3)$
ruletowl := append(ruletowl,ruletow2)$
ruletoal := append(ruletoal,ruletowl)$

put (’replaceby, ’psopfn, >equalreplaceby) ;

deqrhsl := (deqrhsl where ruletoal);

deqrhs2 := (deqrhs2 where ruletoal);
deqrhs3 := (deqrhs3 where ruletoal);
deqrhs4 := (deqrhs4 where ruletoal);

off nat,echo;

out tmpv;

deqrhsl := deqrhsl;

degrhs2 := deqrhs2;

deqgrhs3 := deqrhs3;
deqrhs4 := deqrhs4;
write "end";

shut tmpv;

on nat,echo;

clear a,b,c,d,ee,ff,chi,psi,wl,w2,w3,w4,wol,wo02,wo3,wod,rh;
operator mu,sigmal,sigma2,nu,lamda,rho,ul,vl,u,v,u2,v2,u3,v3,u4,v4,chi,q;

matrix a,b,c,d,ee,wol,wo2,wo3,wod,wl,w2,w3,wd,ff,rh;

a := mat((sigma1(ii,jj),0),(0,mu(ii,jj)));

b := mat((mu(ii,jj),0),(0,sigma2(ii,jj)));

(e}
1]

mat ((0,nu(ii,jj)), (nu(ii,jj),0));
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Q.
1

mat ((0,lamda(ii,jj)), (mu(ii,jj),0));
ee:= mat((0,mu(ii,jj)), (lamda(ii,jj),0));
wl := mat((u1(1,ii,jjd)),(v1(1,ii,33)));
w2 := mat((u2(1,ii,jj)), (v2(1,ii,jjd));
w3 := mat((u3(1,ii,jj)),(v3(1,ii,3i)));
wad := mat((ud(1,ii,jjd), (v4(1,ii,3i)));
wol := mat((u1(0,ii,jj)),(v1(0,ii,jjd)));
wo2 := mat((u2(0,ii,jj)),(v2(0,ii,jj)));
wo3 := mat((u3(0,ii,jj)),(v3(0,ii,jjd)));
wod := mat((u4(0,ii,jj)), (v4(0,ii,jj)));
omega := mat((omegal), (omega2));

ff := mat((0,chi(ii,jj)), (-chi(ii,jj),0));

rh := mat((rho(ii,jj),0),(0,rho(ii,jj)));

off nat,echo;

out tmpvil;

for ik := -1:0 do

for jk := -1:0 do
<<write "a",ik+1,jk+1," := ",(a where ii=>i+ik,jj=>j+jk);
write "b",ik+1,jk+1," := ", (b where ii=>i+ik,jj=>j+jk);
write "c",ik+1,jk+1," := ",(c where ii=>i+ik,jj=>j+jk);
write "d",ik+1,jk+1," := ",(d where ii=>i+ik,jj=>j+jk);
write "ff",ik+1,jk+1," := ", (ff where ii=>i+ik,jj=>j+jk);
write "rh",ik+1,jk+1," := ",(rh where ii=>i+ik,jj=>j+jk);

write "ee",ik+1,jk+1," := ",(ee where ii=>i+ik,jj=>j+jk) >>;

for ik := -1:1 do

for jk := -1:1 do
<<write "wl",ik+1,jk+1," := ",(wl where ii => i+ik, jj => j+jk);
write "w2",ik+1,jk+1," := ", (w2 where ii => i+ik, jj => j+jk);
write "w3",ik+1,jk+1," := ", (w3 where ii => i+ik, jj => j+jk);

write "w4",ik+1,jk+1," := ", (w4 where ii => i+ik, jj => j+jk);

write "wol",ik+1,jk+1," := ", (wol where ii => i+ik, jj => j+jk);
write "wo2",ik+1,jk+1," := ",(wo2 where ii => i+ik, jj => j+jk);
write "wo3",ik+1,jk+1," := ",(wo3 where ii => i+ik, jj => j+jk);
write "wo4",ik+1,jk+1," := ",(wod4 where ii => i+ik, jj => j+jk) >>;

write "end";
shut tmpvl;

on nat,echo;
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in tmpv

in tmpv

rulell

rulel

ruleq

rulesym

1

>

:= {nu(7ii,~jj) => lamda(ii,jj) + mu(ii,jjd};

q(1,2,7ii,~jj) =>
q(2,3,7ii,~jj) =>
q(3,0,7ii,~jj) =>
q(0,2,7ii,~jj) =>
q(1,3,7ii,~jj) =>
:= {q(1,0,7ii,~j3j)
q(2,1,7ii,~jj) =>
q(3,2,7ii,~jj) =>
q(0,3,7ii,~jj) =>
q(2,0,7ii,~jj) =>

q(3,1,7ii,7jj) =>

factor u,v;

unl(i,j
un2(i,j
un3(i,j
un4(i,j
vni(i, j
vn2(i,j
vn3(i,j

vna(i, j

vnl :
vnl :
vn2 :
vn2 :
vn3 :
vn3 :
vn4d :

vnéd :

) := deqrhs1(1,1);
) := deqrhs2(1,1);
) := deqrhs3(1,1);
) := deqrhs4(1,1);
) := deqrhs1(2,1);
) := deqrhs2(2,1);
) := deqrhs3(2,1);
) := deqrhs4(2,1);

(vn1(i,j) where rulel,

(vnl where ruleq);

(vn2(i,j) where rulel,

(vn2 where ruleq);

(vn3(i,j) where rulel,

(vn3 where ruleq);

(vn4(i,j) where rulel,

(vn4 where ruleq);

(un1(i,j) where rulel,

{chi(~ii,~jj) => lamda(ii,jj) - mu(ii,jj)};
{q(0,1,7ii,~jj) => q12(ii,jj),

q23(ii,jj),
q34(ii,jij),
q41(ii,jij),
q13(ii,jj),
q24(ii,jj) };
=> q(0,1,1ii,3j),
q(1,2,ii,jj),
q(2,3,ii,jj),
q(3,0,ii,33),
q(0,2,ii,3j),
q(1,3,ii,jj) ¥;

rulell, rulesym);

rulell, rulesym);
rulell,

rulesym) ;

rulell, rulesym);

rulell, rulesym);
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unl := (unl where ruleq);

un2 := (un2(i,j) where rulel, rulell, rulesym);
un2 := (un2 where ruleq);
un3 := (un3(i,j) where rulel, rulell, rulesym);
un3 := (un3 where ruleq);
und := (un4(i,j) where rulel, rulell, rulesym);
und := (un4 where ruleq);

clear a,b,c,d,ee,wol,wo2,wo3,wo4,wl,w2,w3,ws,ff,rh,deqrhsu,deqrhsv;

eqs 1 := rhom*(2%ul(1l,i,j) - ul(0,i,j) - u(2,i,j))/(dt~2) + deqrhsu
rru(i,j)*(u(2,i,j) - ul(0,i,j))/(2%dt);

egs 2 := rhom*(2*u2(1,i,j) - u2(0,i,j) - u(2,i,j))/(dt~2) + deqrhsu
rru(i,j)*(2,1,j) - u2(0,i,j))/(2*%dt);

eqs 3 := rhom*(2*u3(1,i,j) - u3(0,i,j) - u(2,i,j))/(dt"2) + deqgrhsu
rru(i,j)*(2,1,j) - u3(0,i,j))/(2*xdt);

eqs 4 := rhom*(2%u4(1,i,j) - u4(0,i,j) - u(2,i,j))/(dt~2) + deqrhsu

rru(i, j*(u(2,1,j) - u4(0,1i,3))/(2xdt);

egss 1 := rhom*(2*v1(1,i,j) - v1(0,i,j) - v(2,1,3j))/(dt"2) + deqgrhsv
- rrv(i,j)*(v(2,1,j) - v1(0,1i,3))/(2*dt);

egss 2 := rhom*(2*v2(1,i,j) - v2(0,i,j) - v(2,1,3j))/(dt"2) + deqgrhsv
- rrv(i,j)*(v(2,1,j) - v2(0,1i,3))/(2*dt);

egss 3 := rhom*(2*v3(1,i,j) - v3(0,i,j) - v(2,1,j))/(dt~2) + deqrhsv
- rrv(i, *(v(2,i,3) - v3(0,i,§))/(2xdt) ;

egss 4 := rhom*(2*v4(1,i,j) - v4(0,i,j) - v(2,1i,j))/(dt~2) + deqrhsv
- rrv(i,j)*(v(2,1i,)) - v4(0,i,j))/(2xdt);

for k := 1:4 do

<< solu(k) := rhs first solve(eqgs(k),u(2,i,j));

solv(k) := rhs first solve(egss(k),v(2,i,j)) >>;

load gentran;
gentranlang!* := ’c;
system "rm 2dd.c";
gentranout "2dd.c";
gentranin "2dd.tem";

gentranshut "2dd.c";

load gentran;
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gentranlang!* := ’c;
system "rm 2dd_u.c";
gentranout "2dd_u.c";
gentranin "2dd_u.tem";

gentranshut "2dd_u.c";

load gentran;
gentranlang!* := ’c;
system "rm 2dd_v.c";
gentranout "2dd_v.c";
gentranin "2dd_v.tem";
gentranshut "2dd_v.c";

end;

10.1.2 Priklad generovaného diferen¢niho schématu v jazyce C

Ptedchozi program odvodil diferen¢ni schéma pro jeden ¢asovy krok, na konci
bylo tfeba schéma exportovat do jazyka C. Soubory, které definuji, co presné
se mé exportovat, jsou nazvany 2dd.tem, 2dd _u.tem a 2dd_v.tem. Pro ilu-
straci uvedu jen 2dd.tem:

#include "1li2d.h"

void One_Step_Inside (int i0, int iN, int jO, int jN)

{

double rhom,t0,deqrhsul,deqrhsu2,deqrhsu3,deqrhsu4,deqrhsvl,deqrhsv2;

double deqrhsv3,deqrhsv4;

int i,j;

for (i=i0; i<=iN; ++i)

for (j=jO; j<=jN; ++j)

rhom = (rho[i] [jl+rho[i-1][jl+rho[i-1][j-11+rho[i]l[j-11)/4.0;

}
;begin;
gentran

<<deqrhsul :=:

deqrhsu2 :=: un2;

deqrhsu3 :=: un3;
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deqrhsu4 :=: un4;

deqrhsvl :=: vnl;
deqrhsv2 :=: vn2;
deqrhsv3 :=: vn3;
deqrhsv4 :=: vn4;
ul(2,i,j) :=: solu(1);
u2(2,i,j) :=: solu(2);
u3(2,i,j) :=: solu(3);
ud(2,i,j) :=: solu(4);
v1i(2,1,j) :=: solv(l);
v2(2,i,j) :=: solv(2);
v3(2,1,j) :=: solv(3);
v4(2,i,j) :=: solv(4) >>;

send;

{

ul2] [i]1[j] = w321 [i1[j]1;
v[21 [i]1[j] = v3[2][i1[j];

Takto ziskame jednotlivé slozky vektori diferen¢niho schématu, které se ulozi
do souboru 2dd.c, jehoz ¢ast je uvedena v nasledujici ukéazce.
#include "1li2d.h"

void one_step_inside (int i0, int in, int jO, int jn)

{
double rhom,t0,deqrhsul,deqrhsu2,deqrhsu3,deqrhsu4,deqrhsvl,deqrhsv2;
double deqrhsv3,deqrhsv4;

int i,j;

for (i=i0; i<=in; ++i)

for (j=jO; j<=jn; ++j)

rhom = (rho[i] [jl+rho[i-1]1[jl+rho[i-1][j-11+rho[i]l[j-11)/4.0;
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{

tO=lamda[i-1] [j-11*q13[i] [j1*rho[i] [j1*v1[1] [i-1] [j-1]*dx*dy+lamda[i-1][
j-11%q13[i] [j1#rho[i] [j1#v2[1] [i] [j-1]*dx*dy- (lamda[i-1] [j-11*q13[i][j]
*rho[i] [j1*v3[1] [i] [jl*dx*dy) - (lamda[i-1] [j-1]*q13[i] [jl*rho[i] [j]*v4[1
1[i-11[j1%dx*dy)+lamda[i-1] [j1*q12[i] [j1*rho[i] [j1%v1[1] [i-1] [j]*dx*dy+
lamda[i-11[j1*q12[i] [jl*rho[i] [j1*v2[1] [i] [j]l*dx*dy-(lamdal[i-1][jl*q12[
i1 [j1*rho[i] [jI1*v3[1] [i] [j+1]*dx*dy) - (lamda[i-1] [jI*q12[i] [j]*rho[i] [j]
*v4 [1] [i-1] [j+1] *dx*dy) - (lamda[i] [j-11%q41[i] [j1*rholi] [j1*v1[1] [i][j-1
1*dx*dy) - (lamda[i] [j-11%q41[i] [j1*rho[i] [j1*v2[1] [i+1] [j-1]*dx*dy)+
lamda[i] [j-1]*q41[i] [jl*rho[i] [jI*v3[1] [i+1] [j]*dx*dy+lamda[i] [j-1]*q41
[1] [j1*rho[i] [j1*v4[1] [i] [j]*dx*dy+lamdali] [j1*q12[i] [j]*rho[i-11[j1*vi
[11[1] [j]*dx*+dy+lamdali] [j1*q12[i] [j1*rho[i-1] [j1#v2[1] [i+1] [j]*dx*dy-(
lamdali] [j1*q12[i] [jI*rho[i-1] [jI1*v3[1] [i+1] [j+1]*dx*dy)-(lamdali] [j]*
q12[i] [jI*rho[i-1]1 [j1*v4[1] [i] [j+1]*dx*dy) ;

t0=tO+lamda[i] [j1*q13[i] [jI1*rho[i-1] [j-1]
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